Définition

Une suite (u,,) peut-étre définie :
< de maniere explicite : u,, = f(n)
o
Unt1 = f(un)

< de manieére récurrente :

Un+1

< Si pour tout n, u,1 — u, > 0 0u > 1, alors la

u’IL

suite (u,, ) est strictement croissante

q U
< Si pour tout n, un4+1 — un, < 0 0ou
un

suite (u,,) est strictement décroissante

< 1, alors la

Suites arithmétiques

Récurrence : u,,+1 = u, + 7 (de raison r)
Explicite : up, = ug + nrou u, = u, + (n —p)r

Somme : nibre t y premier terme + dernier terme
: nbre termes

2 Somme : premier terme x i
—q
_ - ug + Unp 1 gt
Sn7u0+...+un*(n+1)><T Sp=1+--+q"= 13
- \_ q

Suites géométriques

Récurrence : u,+1 = q X u,, (de raison q)
Explicite : u,, = up x ¢" ouu, = up x q"=p)

1— qnbre termes

Raisonnement par récurrence

But : montrer qu’une propriété P (n) est vraie pour tout n > ng

< Initialisation : on vérifie que la propriété est vraie au rang ng

< Hérédité : on montre que si la propriété est vraie au rang n, alors elle est encore vraie au rang n + 1

Conclusion : la propriété est vraie pour tout n > ny

Limite finie (convergence)
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Limite infinie (divergence)

Théoremes de comparaison

(un), (vn), (wy,) sont trois suites. Si a partir d’un rang :

< u, <wv,,alors lim wu, =+o0c0o=— lim v, = 400

n—-+oo n——+oo
¢ u, <wv,,alors lim v, =—-00=— lim wu, = —00
n——4oo n—-4oo

< u, < v, < w,, alors

lim w, ={=—
n—-+oo

lim wu, =

lim v, =/
\ n—-+4oo

n—-+oo

Limites d"une suite géométrique

< Sig < —1,alors lim ¢" n’existe pas
n——+00
¢ Si—-1<g<l,alors lim ¢" =0
n—-4oo
< Sig=1,alors lim ¢" =1
n—+oo

$ Sig>1,alors lim ¢" =+
n—+oo
.

Convergence d'une suite monotone

Une suite (u,) est majorée [resp. minorée] si, et seulement si, il existe un réel M [resp. m] tel que pour tout n € N, u,, < M

[resp. u,, > m]. Si la suite est a la fois minorée et majorée, on dit qu’elle est bornée

< Toute suite croissante et majorée converge, toute suite décroissante et minorée converge

<> Une suite croissante de limite ¢ est majorée par ¢
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Si hm f(z) = £oo, la droite d’équation z = a est une
asymptote verticale a la courbe de f

.

Limites des fonctions usuelles

lim z2 =40
B—r—0x0

lim z2 =40
x—+o00

lim 2 = 400

(G

carré

z— oo lim e* =400
x—400
lim In(z) = +o0
r——+00
1
lim —=0"
T——00
lim — =071
x—+oo
1 . @ _ e lim In(z) = —oc0
BL sy lim — =—o0 IEIPOO e =0 z—0F
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cube inverse exponentielle logarithme

Opérations sur les limites Théorémes de comparaison

N

lim f

lim g 0 loo| O | 2] 0 |oc0]| ¢ 00
lim(f+g) | 0 [co | oo | €| £ | 00| oo | oo/FI
lim(fxg) | O [ FI|FI|0]| 0 | oo | o0 00
Im(f<+g) |[FI| 0 oo |0 | 0| O | o0 FI

£ # 0, regle des signes pour les résultats « oo »

f, g, h sont trois fonctions. Si, pour tout z € [a, +-00] :
¢ flz) <glz)et lim f(z)=+c0= lim g(z)=+oo
¢ flz) sg(@)et lim g(z)=-co= lim f(z)=-co

< théoreme des gendarmes : f(z) < g(z) < h(x) et
o I8 = R M) =5 iy slw) = ¢

Limites particulieres

Fonctions composées Théoreme des valeurs intermédiaires

oLy f(2)
| o T
| lim f(z) =
siq *7¢
Ao =1L
alors lim g(f(z)) =L
Tr—a \

Si f est une fonction continue sur un inter-
valle [a; b] alors, pour tout réel k compris
entre f(a) et f(b), 'équation f(z) = k ad-
met au moins une solution @ € [a; b]

Side plus f est strictement monotone, « est

unique




Dérivation etintégration

Dérivée et tangente

Nombre dérivé de f ena : f(a) = lim fla+h)— f(a) Primitive de f sur I : fonction F' continue, dérivable sur I
h—0 h telle que F'(x) = f(x) pour tout z € I

Tangente au point A(a, f(a)) : y = f'(a)(x — a) + f(a)

Tableau dérivée-primitive

Sous condition d’existence des fonctions :
1
k " N — e’ | In(z) cos(z) sin(z)
dérivée i primitive
0 nx"! 1 L e’ = — sin(z) cos(x)
2\ 7 &
u—+v U X v ku u” Vu % e* | ln(u) cos(u) sin(u)
dérivée o 7o — w0 o primitive
o+ | v+ | ku | nu/un ! u' e — —u'sin(u) | v cos(u
+ + NG = ” (w) (u)
g

Variations d’une fonction

Propriétés des primitives

< f croissante sur I <= f'(z) > 0 pour tout z € I <> Toute fonction continue admet des primitives
<> f décroissante sur I <= f’(x) < 0 pour tout x € T <> Primitives de f : fonctions G telles que G(z) = F'(z)+k
< f constante sur I <= f’(z) = 0 pour tout = € [ < Side plus F(x¢) = yo, la primitive est unique

Intégrale

Intégrale de f positive sur [a, b] : aire du domaine délimité

Cy

par la courbe représentative Cy de f, ’axe des abscisses et

les droites d’équations = a et x = b.
b
On note cette intégrale : / f(z)da
a

L’aire est exprimée en unités d’aire (u.a.) qui correspond a

l'aire du rectangle de cotés Ol et O]

b
Si f est négative, l'aire vaut — / f(z)da
\ a

Calcul d’intégrales Propriétés des intégrales

< Soit f continue positive sur [a; b], la fonction F défi- f et g sont deux fonctions continues sur [a; b] :
X

nie sur [a; b] par F(x) = / f(t) dt est dérivable de & /b F(@) + g(a) da = /bf(m) dx—l—/bg(x) du
dérivée F'(z) = f(x) “ “ “

b b
¢ / ' He)ds = [F@) = FO) — Fa) ¢ / Af(z)dz = A / f(z)dz

b b
<> Valeurmoyermedefsur[a;b]:p:ﬁ/ f(z)da <> f(x)ZOﬁ/ f(z)dz >0

b b
> f(x) < g(x) z/ flz)dz < / g(z)dz
- -- < Relation de Chasles :

/abf(x)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx
-




Fonction exponentielle Courbes représentatives

Exponentielle etlogarithme

Fonction logarithme

f(z) = exp(z) = e f(z) = In(z)
définie sur R définie sur | 0; 400 |
a valeurs dans | 0; 400 | a valeurs dans R
=1 In(1) = 0
el =e~2,718 In(e) =1
z\/ x 1
(ef) =e [ (In(z)) = =
(eu)l w'e I5 ‘4 5/
i : o
(inu)y =
lim e*=0%
z—+—00 . lim h’l(.’l]’) = —0
lim e* =+o0 z—0
potee lim In(z) = +oc0
r—+00
- -

Propriétés des exponentielles

a, b et n sont des réels :

< Produit : e x ¢b = eatd
1
< Inverse : — = ¢
e(L
ea
< Quotient : — =t
e

< Puissance :

<> Racine carrée :

-
Propriétés des logarithmes

a et b sont des réels strictement positifs, n est un réel :
< Produit : In(ab) = In(a) + In(b)
1
< Inverse : In (E = —In(a)
4 Quotient : In (%) — In(a) — In(b)
< Puissance : In (a™) = nln(a)
4 Racine carrée: In(y/a) = -In(a)

Lien exponentielle et logarithme

< In(expz) =z In(e®) =z

< exp(lnz) ==z eln(@) — 4

S expr =y < z=In(y) e =y < z=In(y)

2V = ¥ In(@)

<& 2V = exp(yIn(z))

Ve

La fonction exponentielle (de base e) et la fonction logarithme (népérien) sont des fonctions réciproques : leurs courbes
représentatives sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice (y = )

Equations et d’inéquations avec des exponentielles

u, v sont des réels, A est un réel strictement positif :
Set=e' <= u=v e¥ =\ <= u=1In(A)

Se'>e’ = u>v e’ >\ < u>In())

$ el <eV «— u<v e <\ <= u<In(A)

< e < 0impossible et e" > 0 toujours vrai

-

Equations et d’inéquations avec des logarithmes

u, v sont des réels strictement positifs, A est un réel :
< In(u) =In(v) <= uw=v In(u) =\ <= u=¢e
In(u) > A\ <= u>e

In(u) <A <= u<e

Croissance comparée et limites particulieres
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Rappel sur les probabilités et variables aléatoires

Probabilités discretes

P@)=0 ; 0<PA<K1 ; PQ=1 ; PA=1-PA ;

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(An B)
E

Espérance : E(X) = i z;P(X = x;) ; Variance:V(X) = Zn: (z; — E(X))? P(X = 2;) ; Eeart-type:o(X) = /V(X)
i=1 i=

d=il

Loi de Bernoulli Arbre pondéré de la loi binomiale

Expérience qui n’a que deux issues p/S Répétition de n épreuves de Ber-
possibles : « succés » de probabilité p/ S\g noulli identiques et indépendantes.
p et « échec » de probabilité 1 — p S ! ;p X est égale au nombre de succes.
P 1—\ el
. p \ .
Notation : B(p) I g . Notation : B(n;p) ; ¢=1-—p
PX=1)=petP(X=0)=1-—p .
S _ _ k n—k

E(X)=p E s< P =k = o

1 — —
V(X) =p(1-p) ’ E/ 1-p % - E(X) = np
a(X) = /p(1 - p) \ P s V(X) = npq

¢ S\§ o(X) = /npq
1_ .
N N ’

Loi binomiale

Probabilités conditionnelles

Probabilité conditionnelle de 1'évéenement B sachant que 1'évenement A est

- P(ANnB
réalisé : P4 (B) = ﬁ avec P(A) #0
P s ) __card(AN B)
Cas d’équiprobabilité sur 2 : P4(B) = card(A)

Probabilités composées : P(AN B) = P(A) x Pa(B) = P(B) x Pg(A)
Probabilités totales avec {41, As, ..., A, } formant une partition de 2 :
P(B)=P(AiNB)+P(A2NB)+---+ P(A,NB)

(P(B) = P(41)P4,(B) + P(42)Pa,(B) + -+ + P(4,)Pa, (B)

|(

Indépendance de deux événements

A et B indépendants
<= P(ANB)=P(A) x P(B)
< Pa(B) =P(B)
— Pp(A) = P(A)

A et B indépendants

<= Aet B indépendants
<= A et B indépendants
<= Aet B indépendants

-
Arbre de probabilité
probabilités simples probabilités conditionnelles probabilités composées ) probabilités totales
5 PA(S) S P(ANS)=P(A) x Pa(S) ~~ " T~~_
. . . N
A / \
| Py(T 5 P(ANS) = P(4) x Pa(3 P(5) =
» . 4(8) §: PANS)=PA)xPaBS) < pans)+P(BNS)+P(CNS)
i : : AN 74
o . N - /
: Ps(S) §: P(BNS)=P(B)x Ps(S) <---=>" 7
eB) B / j pa
: Py(3) 5. P(BNS)=P(B)x Pg(S) ~-——=»<_\
2 . : // NN
. o a 4
(C : : P _
Z : Po(S) s P(CNS)=PC)xPe(S) = P(3) =
c/ : . P(ANS)+P(BNS)+P(CNS)
' Po(3) 5! P(CNS)=PC)x Po(S) ~~—__--"
- :




Probabilités continues

Variable aléatoire a densité sur I Loi uniforme sur [a , b] Loi exponentielle sur R"

Fonction de densité sur [ : fonction Notation : U [a,b] Notation : £(\)
f continue et positive sur I telle que ft) = ; i - f(t) = de™M avec/\)\ >0 .
_ Pla< X <b)=e " —e"
/If(t)dt—bl P(chgd)zgiz PEX<t)—1)e_M
<>P(a<X<b):/f(t)dt E(X):“;rb PX>t)=e™
¢ P(X=a)=0 @ Px>¢(X >t+h)=P(X > h)
$ Pla<X<b=Pla<X<b)= Pl E(X):%
Pla< X <b)=Pla<X<b) : |
¢ P(X <t)=1-P(X >1) l !
+ B(X) :/tf(t)dt ol a b
. ! . 0
+ pel0;1etneN* Notation : A/(0; 1) Notation : N (y1; 02)
< X, suit la loi binomiale B(n; p) ) = Le*%ﬁ E(X)=petV(X)=o0?
& 7 Xn —1p Var X suit la loi N (y;0?) <
" NoT E(X)=0etV(X)=1

£ suitla loi N(0; 1)

Pour tous réels a et b tels que a < b : Va €]0;1[,3tu, € Ry tel que
Pl—ug < X <up)=1-a

lim P(a<Z,<b)

n—+oo

& 1 L2d
= ——e 2z dt
/a V2T

|
|
|
]
pw— 30 u—o MW p+4o pn+ 30

w— 20 n—+ 20
—ta 0]  ta Pu—0<X<pto)0,68
P(~1,96 < X < 1,96) = 0,95 P(u—20 < X < i+ 20) ~ 0,96
Y \P(—2,58 < X £2,58)=0,99 \P(/t—3(f <X <pu+30)=0,997

Propriétés des lois normales

P(X<p)=PX>u)=0,5 PX<pu—a)=PX >pu+a) P(X >1t)=0,54+Pt <X <p)
| | I
| I | I I |
| ] | ] 1 ]
H w—a kb pta t M

Intervalle de fluctuation Intervalle de confiance

échantillon
de taille n

échantillon
de taille n

Population entiere Population entiere

Proportion p fréquence f? Proportion p? fréquence f

Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 1 — « Intervalle de confiance de p au niveau de confiance 95 %

1 1
Inz[p—ua\/pi(ln_p);p+ua\/p7(1n_p)] f*%;er%

Conditi :n > 30; >5; n(l— >5
Conditions: n >30; np>5; n(l—p) >5 onditions :n 2 30; nf 25; n(1-f) 2

\é 95 % : Uo,05 = 1, 96 et a99% : Uup,01 = 2, 58
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